Der Mathematiker Kurt Godel machte mit seinen Arbeiten Aussagen Uber die Grenzen der
Beweisbarkeit. Damit lieferte er einen wichtigen Beitrag zur Agnostizismus-Diskussion in der
Philosophie.

Godels Unvollstindigkeitssatz

Hausaufsatz Ethik von Martin Matthes
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0) Einfiihrung

Kurt Godel ist einer der groRten Mathematiker und Logiker dieses Jahrhunderts. Obwohl allgemein
nicht so sehr bekannt, anderte seine Entdeckung fast revolutionér die Grundansichten der meisten
Mathematiker seiner Zeit. Seiner Entdeckung wird manchmal die gleiche Bedeutung wie der
Relativitatstheorie Einsteins zugeschrieben und sie gilt als die wichtigste mathematische Theorie.
Godel befasste sich damit, Axiome zu bestimmen, die als Grundlage fiir die gesamte Mathematik
dienen kénnen. Gddels Theoreme handeln davon, was oder was nicht bewiesen werden kann. Er
kommt zu der Erkenntnis, dass es nicht moglich ist mit den Satzen eines axiomatischen Systems,
dieses vollstdndig zu beweisen; es ist somit unvollstandig. Anders ausgedruckt: Es gibt wahre
Aussagen uber das System, fur deren Beweis ihre Methoden zu schwach sind.”
Wegen der enormern Komplexitat dieses Themas kann hier nur ein Anriss dessen stattfinden. Ich
gehe auch nicht weiter auf die Trennung zwischen Gdédels erstem und zweitem Theorem ein. Es sei
hier nur erwahnt, dass Godel in seiner 1931 verdffentlichten Arbeit zwei Theoreme aufstellte, wobei
das erste Theorem das bekannteste ist bzw. beide Theoreme zusammengefasst werden als ,,Gddels
Unvollstandigkeitssatz".



1) Informationen zur Person_ Kurt Godel
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Name: Kurt Godel i
Geboren: 28. April, 1906 in Brinn, Osterreich - Ungarn (jetzt Brno, Tschechische Republik)
Gestorben: 14. Januar, 1978 in Princeton, New Jersey, USA

Von 1933 bis 1938 war Goédel Dozent an der Universitat in Wien. Nach seiner Flucht vor dem
Nationalsozialismus emigrierte er in die USA, wo er von 1953 bis zu seinem Tod am Institute for
Advanced Studies in Princeton arbeitete. Im Jahre 1974 erhielt er als Auszeichnung fiir seine
Leistungen die National Medal of Science.

2) Die Problemstellung

21)) Vergangenheit
Schon vor Jahrtausenden erkannten die Griechen das Problem der Unentscheidbarkeit. In der
Aussagenlogik kann es sehr leicht zu unentscheidbaren Problemen kommen. Mittels der Sprache ist
es moglich Satze zu formulieren, die rein grammatikalisch richtig sind, inhaltlich aber Widerspriiche in
sich bergen. Wenn sich ein Satz auf sich selbst bezieht, kann es zu einer unentscheidbaren Situation
oder einer Paradoxie kommen. Folgender Satz kann als Mittelpunkt dieser Ausarbeitung aufgefasst
werden:

Der Kreter Epimenides sagt: ,,Alle Kreter sind Lugner."

Dieser Satz, die Lugner-Paradoxie, stammt etwa aus dem 6. Jahrhundert v.u.Z. und ist das
bekannteste Beispiel einer sprachlichen Paradoxie. Die Satze ,,Ich lige." und ,,Diese Aussage ist
falsch." stellen eine Verknappung des Sachverhaltes dar. Fiir manchen wird der Widerspruch auf den
ersten Blick vielleicht nicht gleich deutlich, deswegen wird er im Folgenden erklart.

Wenn man davon ausgeht, dass Epimenides die Wahrheit sagt (seine Aussage wahr ist), dann lligen
alle Kreter. Alle Kreter, also auch er. Das heil3t seine Aussage ,,Alle Kreter sind Ligner." ware
gelogen. Daraus folgt: Wenn Epimenides die Wahrheit sagt, lligt er. Das Ergebnis ist ein Widerspruch,
eine Antinomie. Das Problem wird deutlich. Solange Epimenides, der ein Kreter ist, etwas tber die
Kreter sagt, weily man nicht, ob er lligt oder die Wahrheit sagt, es ist ,,nicht-entscheidbar". Wenn der
Satz hiel3e: Ein Spanier sagt: ,,Alle Kreter sind Lugner.", dann ist die Aussage klar und entscheidbar.
Entweder es stimmt, oder es stimmt nicht. Es lasst sich vereinfacht sagen: Jede Aussage, die ihre
eigene Falschheit besagt, kann nie falsch oder richtig sein. Sie ist unentscheidbar.
Mathematiker und Logiker waren schon von an Anfang bestrebt, Mathematik durchschaubar und
ergrindbar zu machen. Sie waren der festen Uberzeugung, dass sich die gesamte Mathematik auf
wenige Axiome reduzieren lieRe (z.B. Addition und Multiplikation und natirliche Zahlen), diese Pfeiler
der Mathematik missten nur gefunden werden. In ihrer Annahme, Mathematik sei vollkommen
beweisbar, logisch erklarbar und widerspruchsfrei, war ihnen solch eine Ungereimtheit, wie die



Antinomie des Lugners naturlich ein Dorn im Auge. Heutzutage verwundert es wahrscheinlich kaum
jemanden, wenn man behauptet, die Mathematik sei nicht ,,perfekt" (vollstandig aus sich selbst heraus
begriindbar), doch zu Gédels Zeit kam es wie ein Schock, dass jemand offensichtlich und eindeutig
bewies, das die Mathematik (und andere Systeme) nicht vollstdndig sein kénnen, weil dies eine
unabdingbare Eigenschaft eben dieser Systeme ist.

2.2) Principia Mathematica
Seit der ersten Erkenntnis dieser Paradoxien, beschaftigten sich Mathematiker und Philosophen nun
damit, solche Selbstbezlglichkeiten zu umgehen und Regeln zu schaffen, die es unmoglich machen
sollten, dass widerspriichliche Aussagen entstehen. Der wahrscheinlich bedeutendeste Versuch, die
Mathematik an ein paar allgemeinglltigen Axiomen festzumachen, war die Schaffung der ,,Principia
Mathematica”, durch Alfred North Whitehead und Bertrand Russell von 1910 bis 1913. Dies ist ein
Schriftwerk Uber mathematische Logik und die Fundamente der Mathematik, welches versuchte
allgemeingultige Regeln Uber die Grundlagen der Mathematik aufzustellen. Neben Aristoteles'
,,Organon" ist es das einflussreichste Buch Uber mathematische Logik. Whitehead und Russell
versuchten fortzusetzen, was schon viele vor ihnen versucht hatten zu beginnen, namlich die
Reduzierung der Mathematik auf wenige Axiome. Obwohl ihnen einige wesentliche Fortschritte
gelangen, war es ihnen nicht mdglich ihr eigentliches Vorhaben Uberzeugend zu realisieren.
Der deutsche Mathematiker und Philosoph David Hilbert war einer der bekanntesten Verfechter des
Formalismus, das heil3t der finiten, formalistischen Begriindung der klassischen Mathematik. Er sah
die Grundregeln eines Systems in der Konsistenz (Widerspruchsfreiheit), der Vollstandigkeit und der
Entscheidbarkeit aller seiner Elemente. Er war fest davon Uberzeugt, dass man die gesamte
Mathematik auf wenigen allgemein anerkannten Axiomen griinden kénne, doch nach dem Erscheinen
von Godels Arbeit erwiesen sich alle diese Vorstellungen von der Konsistenz der gesamten
Mathematik als illusorisch und unmdglich. Gddel bewies zudem, dass die Principia Mathematica selbst
widerspruchsvoll wéare, wenn sie vollstdndig bewiesen werden kdnnte.

2.3) Ein anschauliches Beispiel von Unvolistindigkeit

Meist ist es sehr schwer, dieses abstrakte Thema an ein paar anschaulichen Beispielen zu erlautern.
Deswegen scheint es fiir manchen unmoglich, zum Verstandnis des Unvollstandigkeitstheorems zu
gelangen. Alle Beispiele sind in einem hohen MafRe unexakt und kdénnen nur oberflachlich zur
Anschauung dienen. Dennoch will ich hier einen Versuch unternehmen.
Godels Satz setzt ein axiomatisches System voraus, welches widerspruchsfrei und abgeschlossen
(endlich) ist. Axiome sind gewissermallen die ,,Spielregeln” in einem System. Axiome sind so
einleuchtend, dass sie gelten, ohne bewiesen werden zu mussen. Weiterhin sagt Gédels Satz, das
innerhalb eines axiomatischen Systems keine Aussage (ber dessen Vollstandigkeit getroffen werden
kann (Unentscheidbarkeit).

Nehmen wir an, jemand musste ein Buch schreiben mit der Aufgabe, darin dieses Buch komplett in
allen Einzelheiten zu beschreiben. Das axiomatische System ist hier das Buch und die Axiome sind
zum Beispiel, dass das Buch nur eine endliche Seitenanzahl haben kann, nur endliche Seitenmale
hat und widerspruchsfrei ist. Ein abgeschlossenes System eben. Dieser Jemand fangt jetzt an, das
Buch zu beschreiben. Er beginnt mit der Farbe des Einbandes, der Seitenstarke, der Héhe und Breite
der Seiten, vielleicht noch der Papierart und des Geruchs. Irgendwann muss er auch anfangen zu
beschreiben, was in dem Buch steht. Es steht ja nur das darin, was er bis dahin geschrieben hat. Also
schreibt er weiter: ,,Auf der ersten Seite steht die Beschreibung der Farbe des Einbandes...", und so
weiter. Doch schon bald bemerkt er, dass er nie fertig werden kann, denn er misste alles, was er
schreibt irgendwann wieder beschreiben! Es wirde unendlich lang dauern und das Buch wirde
unendlich dick werden, was aber dem Axiom des Systems widersprechen wirde. Es ware also weder
widerspruchsfrei, noch endlich. Er kdnnte das Buch nur dann vollstandig beschreiben, wenn er ein
zweites Buch beginnen wiirde, also ein System auferhalb des ersten.

Kaum exakt, jedoch recht anschaulich entspricht die Vorstellung, sich selbst aus dem Sumpf zu
ziehen (Baron v. Minchhausen) der Aussage des Unvollstdndigkeitstheorem. Das abgeschlossene,
axiomatische System entspricht dem Sumpf und dem darin feststeckenden Baron. Es ist unmdglich,
aus dem System auszubrechen, indem man sich selbst an den Haaren herauszieht. Nur etwas von
aulBerhalb kann helfen. Ein System kann sich mit seinen eigenen Elementen nicht vollstandig selbst
beschreiben. Nur ein zweites, auflerhalb stehendes System kann dies tun.



3) Godels Leistung

3.1) Erste Versuche - Richardsche Zahlen

Um auch in der Mathematik mit metamathematischen Satzen umgehen zu kénnen und fur die
Mathematik greifbar zu machen, versuchten einige Mathematiker und Philosophen durch einfache
Zuordnungen Satze in die Zahlentheorie zu Uberfiihren. Frilhe Versuche der Ubertragung scheiterten
daran, dass keine Unterscheidung zwischen objekt- und metasprachlichen Angaben gemacht wurde.
So versuchte beispielsweise der Mathematiker Richard 1905 alle bekannten Definitionen der
Arithmetik der Léange nach zu sortieren und zu nummerieren. Die erste Definition in dieser Liste ist
also die kirzeste. Das heifdt, die 1 macht eine Aussage Uber die Ldnge der Definition und nicht tGber
deren Inhalt, sie ist also metasprachlich. Jeder objektsprachlichen Formulierung (die Definition)
ordnete er also einer metasprachlichen Aussage (die Zeichenkettenlange der Definition) zu. Die
Definition hatte genauso gut langer gewesen sein kdnnen und hatte somit an einer anderen Position
gestanden. Beide Angaben sind also eigentlich nicht vereinbar. Aber beginnen wir von vorn, damit das
Problem erkennbar wird. Richard ordnete also in einer Liste alle arithmetischen Definitionen jeweils
einer Zahl in einer aufsteigenden Zahlenfolge zu. Nun gibt es in dieser Auflistung auch Zahlen, die der
ihnen zugeordneten Definition entsprechen, z.B. 9 --- | Eine Quadratzahl ist das Produkt einer ganzen
Zahl mit sich selbst.".

Die Zahl 9 ist eine Quadratzahl. Alle Zahlen dieser Liste, auf die die zugeordneten Definitionen nicht
zutreffen, heil3en ,,Richardsche Zahlen". Die Definition fir ,,Richardsche Zahlen" ist also folgende:

,,Eine Richardsche Zahl ist jede Zahl, auf die die ihr zugeordnete Definition nicht zutrifft."

Die Vermengung der objektsprachlichen und metasprachlichen Aussagen offenbart jedoch eine
Paradoxie, namlich genau dann, wenn die Definition flr ,,Richardsche Zahlen" einer Zahl zugeordnet
wird.

123 --- ,,Eine Richardsche Zahl ist jede Zahl, auf die die ihr zugeordnete Definition nicht zutrifft."
(Die Zahl 123 ist willktrlich gewahlt)

Ist 123 eine Richardsche Zahl, oder nicht? Wenn sie es ware, dann trafe die Definition nicht zu, und
wenn die Definition nicht zu trifft, dann ist 123 keine Richardsche Zahl. In anderen Worten: ,,123 ist
genau dann eine Richardsche Zahl, wenn sie keine ist!" Es ist eine unentscheidbare Situation.

3.2) Godel-Codierung (Godelisierung)

Godel erkannte aber das Problem und begab sich daran es zu umgehen, indem er nur die
Elementarsymbole der Arithmetik verwandte und keine objektsprachlichen Definitionen. Auch sein Ziel
war eine Umwandlung von metamathematischen Satzen in zahlentheoretische Aussagen, zu deren
Erklarung es keiner metamathematischen Sprache bedarf. Somit findet alles in dem System der
Arithmetik statt und es gibt keine Vermengung von verschiedenen Metaebenen mehr. Das ist die
Grundlage fir die Ubersetzung der Ligner-Paradoxie. Gddels Leistung ist die Mathematisierung von
sprachlichen Aussagen, speziell von auf sich selbst bezogene Aussagen.

Das Werkzeug, welches es Goédel ermdglichte seine Uberlegungen auf die Zahlentheorie zu
Ubertragen und zu beweisen, ist die Codierung von einer rein sprachlichen Paradoxie in eine
zahlentheoretische Aussage. Er Ubersetzte praktisch die Ligner-Paradoxie in Zahlen. Er ordnete
jedem Elementarzeichen der Arithmetik (sowie der Aussagenlogik und des Pradikatenkalkils) eine
Zahl einer aufsteigenden Zahlenfolge zu. Diese Zahlen werden nach ihm Gédelzahlen genannt. Durch
diese MalBnahme kann jedes Zeichen eineindeutig als Zahl identifiziert werden. Die Zuordnung einer
Gddelzahl kann willkirlich geschehen:

Arithmetisches Zeichen  |Godelzahl |Bedeutung |
|




E 6 Gleichheit

0 7 INull
B 8 Multiplikation
I 9 Linke Klammer

Um die Godelzahl beispielsweise einer Gleichung zu bekommen, geht man nach Gédel wie folgend
vor:

0 = 0 (Ausgangsgleichung)
__ die einzelnen Symbole werden laut Tabelle libersetzt

767

_ _ _ die gewonnenen Nummern werden zu Potenzen einer aufsteigenden Primzahlfolge
gesetzt und multipliziert

27.3%.57

G =7.290.000.000 das ist die einmalige Gddelzahl fiir die Gleichung 0 = 0

Auf diese Weise ist es moglich Formeln, Gleichungen, Aussagen, Programme als eine individuelle
Zahl darzustellen, genauso wie das Kennzeichen eines Autos dessen individuelle Bezeichnung ist.
Die Zahlen kdnnen naturlich sehr grolRe Komplexitat erhalten, sie stellen aber eine individuelle
Reprasentation der Ausgangsgleichung dar. Genauso kann man durch Umkehrung des Verfahrens
aus einer Gdodelzahl die urspringliche Formel extrahieren. Das Ergebnis dieser Umformungen sind
rein zahlentheoretische Aussagen. Beweise, die mit Hilfe der Gédelumformung geschehen, stellen
nichts anderes als eine arithmetische Beziehung dar. Gddel war bestrebt, die Ligner-Antinomie rein
zahlentheoretisch auszudriicken, also eine Vermischung von Objekt- und Metasprache
auszuschliel®en. Die folgende Formel driickt das gleiche aus, wie die Ligner-Antinomie, nur ist sie mit
Zeichen der Arithmetik geschrieben:

(1) _==bwb ()

... besagt, dass _ unbeweisbar ist."
,,Ein Kreter sagt, alle Kreter liigen."

Das Pradikat ,,beweisbar" ist so zu verstehen, dass ein Satz, der beweisbar ist, auch wahr ist:
(2)bwbp _p

Demzufolge ist das Pradikat ,,widerlegbar" als falsch zu verstehen:
“bwbp_ "p

Es folgt eine direkte Gegenlberstellung zur Entwicklung der Unentscheidbarkeit bei der Ligner-
Antinomie und deren arithmetische Entsprechung:

|,,Ein Kreter sagt, alle Kreter ligen." |_ =-bwb _
a) Man nehme an, der Kreter sagt die Wahrheit: a) Man nehme an, _ sei beweisbar.
b) Wenn der Kreter die Wahrheit sagt, dann b) Wenn _ beweisbar ist, dann ist _

ligen alle Kreter. wahr (siehe (2) ).




¢) Wenn alle Kreter liigen, dann ligt auch er. c) Wenn _ wahr ist, dann ist _
d) - Wenn der Kreter die Wahrheit sagt, lugt er. unbeweisbar (siehe (1) ).
d)-bwb_ _bwb_
a) Man nehme an, der Kreter ligt. a) Man nehme an, _ sei widerlegbar.
b) Wenn der Kreter lligt, dann sagen alle Kreter b) Wenn _ widerlegbar ist, dann ist _
die Wahrheit. falsch (siehe (2) ).
c) Wenn alle Kreter die Wahrheit sagen, dann c) Wenn _ falsch ist, dann ist _
sagt auch er die Wahrheit. beweisbar (siehe (1) ).
d) - Wenn der Kreter ligt, sagt er die Wahrheit. d)-~bwb__bwb

Da der Satz _ weder beweisbar noch widerlegbar ist, ist er unentscheidbar. Godel zeigte nun mit
seiner Arbeit, dass sich das metasprachliche Pradikat ,,beweisbar" im formalen System der
Zahlentheorie mit Hilfe seiner Codierung ausschlief3lich mit den formalen, objektsprachlichen Mitteln
ausdriicken lasst.?> Somit ist die Ubertragung der Liignerparadoxie in die Zahlentheorie gelungen. Der
(nun) rein zahlentheoretische Satz _ kann nicht bewiesen oder widerlegt werden. Das heil}t, dass die
Zahlentheorie unvollstandig sein muss.

4) Bedeutung des Godelschen Unvollstindigkeitssatzes

4.1) Grenzen der Berechenbarkeit und des Wissens

Die Bedeutung des Goédelschen Unvollstandigkeitssatzes liegt darin, dass er geradezu gnadenlos die
Grenzen formaler Systeme beweist und somit die Grundlagen vieler Forscher der damaligen Zeit
entriss. Das faszinierende an seinem Theorem ist, dass es durchaus weit ausgelegt werden kann und
sich auf viele andere Bereiche Ubertragen l&sst. Es macht vor keinem System halt, wenn dieses den
Anforderungen an ein axiomatisches System erfullt. Somit offenbart das Theorem von Goédel die
Grenzen des Wissens im Rahmen von Mathematik und Logik. Es zeigt unter anderem, dass es nur
aulerhalb eines nichttrivialen Universums moglich ist, dieses vollstandig zu beschreiben.
Vollstandiges Wissen ist nur von auferhalb méglich. Man kann sich selbst, seinen Kérper und seine
Seele, nie vollstandig beschreiben, da man nicht aus sich heraus treten kann. Daraus folgernd kann
man sagen, dass es auch nie eine Maschine geben kann, die dies kann. Es wird nie eine Maschine
geben, die alle zahlentheoretischen Probleme l6sen kann. Es wird auch nie eine Maschine geben, die
etwas berechnet, wozu der Mensch nicht in der Lage gewesen ware, da der Mensch die Maschine
programmiert. Sie kann nie mehr machen, als ihre Mittel erlauben: ,,Man kann kein Glashaus aus
Ziegelsteinen bauen."

[..]

5) Vereinfachte Vorgehensweise zum Beweis des Unvollstandigkeitssatzes

Die folgende Darstellung beschreibt vereinfacht die Vorgehensweise zum Beweis des Gddelschen
Unvollstandigkeitssatzes.

Aus: Rucker, "Infinity and the Mind". Ubersetzt aus dem Englischen von Martin Matthes.

1. Jemand stellt Godel die UWM vor, die Universale WahrheitsMaschine, welche angeblich
alle Fragen richtig beantwortet, die ihr gegeben werden.

2. Godel bittet darum, das Programm und den Schaltplan sehen zu dirfen. Das Programm
mag zwar aulierst komplex sein, aber es ist endlich, es hért irgendwann auf. Nennen wir das
Programm P(UWM): ,,Das Programm fiir die Universale Wahrheitsmaschine."

3. Mit einem Lacheln schreibt Gédel den folgenden Satz auf: "Die Maschine, die auf der
Grundlage des Programms P(UWM) konstruiert wurde, wird niemals sagen, dass dieser Satz
wahr ist." Nennen wir diesen Satz G fir ,,Godel". G heil’t in anderen Worten also: ,,Die UWM
wird niemals sagen, dass G wahr ist."




4. Uberzeugt lachend fragt Gédel die UWM jetzt, ob G wahr ist oder nicht.

5. Wenn die UWM sagt, dass G wahr ist, dann ist ,,Die UWM wird niemals sagen, dass G
wabhr ist." falsch. Wenn ,,Die UWM wird niemals sagen, dass G wahr ist." falsch ist, dann ist
auch G falsch (denn G = ,,Die UWM wird niemals sagen, dass G wabhr ist."). Das heil’t, wenn
die UWM sagt, dass G wabhr ist, dann ist G falsch, und die UWM macht damit eine falsche
Aussage und das kann sie ja nicht (denn die UWM macht nur wahre Aussagen). Die UWM
wird also niemals sagen, dass G wahr ist.

6. Wir wissen nun, dass die UWM niemals sagen wird, G sei wahr. Also ist ,,Die UWM wird
niemals sagen, dass G wahr ist." wahr.

7. "Ich kenne eine Wahrheit, die die UWM nie sagen kann oder behaupten wird.", sagt Godel.
,,Ich weil3, dass G wahr ist. Die UWM ist also gar nicht universal!".
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